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MATEMATICA APLICADA

1 No tridngulo ABC, tem-se AB=4cm, e a altura baixada por C e perpendicular a AB tem comprimento h = 5cm. No prolongamento do segmento
AB, temos 0 ponto M, e o quadrildtero BMNC é um paralelogramo. Sabendo que a drea do quadrilatero AMNC é igual a 20 cm?, calcule o comprimento do

segmento BM.

RESOLUCAO E RESPOSTA

A édrea do tridngulo ABC é %(4>< 5):10 cm? Assim, a drea do paralelogramo BMNC tem que ser 20 — 10 = 10 cm?.

Como sua altura é 5 cm, sua base BM tem que medir 2 cm.
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MATEMATICA APLICADA

2 Ostrés circulos da figura representam trés rodas circulares que podem girar em torno de seus centros. A roda a de centro A tangencia a roda b de centro B, que,
por sua vez, tangencia a roda ¢ de centro C. Quando a roda a gira em torno de A, ela induz uma rotacdo de b, em torno de B, que, por sua vez, induz uma rotacao
de c em torno de C. As transmissdes das rotacdes se dao
perfeitamente, pois nao hé deslizamento entre uma roda b
e outra.

Os raios marcados na figura estdo todos na vertical, e

esta € a configuragdo antes de a comegar a girar. ¢
Sabendo que os raios de a, b e ¢ sdo, respectivamente,

20 cm, 30 cm e 48 cm, calcule 0 menor niimero de voltas a

completas que a roda a tem que efetuar para que todos

0s raios marcados voltem a ficar simultaneamente na

vertical.

RESOLUCAO E RESPOSTA

Ao completar uma volta, cada ponto da parte externa da roda a percorre 27z -20 cm. Mas este é o comprimento do percurso realizado por cada ponto

2720
da roda b. Portanto, como a volta completa de b é 27-30 cm, a roda b gira 27[ 0 =% de uma volta completa. Pelo mesmo motivo, a roda ¢ gira
71'.
2205 de uma volta completa
248 1 preta.

Precisamos, entao, saber o menor niimero k de voltas necessdrias para que k% seja um inteiro e k% também seja um inteiro. Ora, k tem entao que ser
0 minimo mdltiplo comum de 3 e 12. Portanto, k = 12, isto , 0 menor nimero de voltas completas que a roda a tem que efetuar para que todos os raios

marcados voltem a ficar simultaneamente na vertical é 12.
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3 Aquantidade de mortadela que a Padaria da Esquina conseqgue vender mensalmente depende do preco estabelecido para o produto. O gerente da Padaria da
Esquina percebeu que a quantidade g (em kg) de mortadela vendida por més é aproximadamente a sequinte funcao do preco x (em reais/kg): q(x) = 600-25x.
Atualmente, o preco da mortadela é x=10 reais por quilograma, portanto a quantidade vendida por més é aproximadamente g(10) = 350 kg.

0 faturamento da Padaria da Esquina com a venda de mortadela é a quantidade vendida multiplicada pelo preco unitério. Como exemplo, com o preco atual,
x=10reais, a Padaria da Esquina conseque faturar (600-25- 10)- 10=3500 reais por més com a venda de mortadela.

Qual é o preco x, em reais, que a Padaria da Esquina deve estabelecer para o quilograma de mortadela de modo a maximizar seu faturamento com a venda
desse produto?

RESOLUCAO E RESPOSTA

0 faturamento é f(x)zg(x)- X=600x —25-x> ,isto €, uma funcdo quadratica do tipo f()()zax2 +bx+c, coma=-25,b=600 e ¢=0.

. . —p —600 , .
Assim, para o faturamento ser maximo, deve-se ter x :Z:WZQ reais por quilograma.
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4 (erta fabrica produz chocolates e deseja fazer uma promogédo colocando um ou mais selos premiados em algumas barras de seu produto. Em cada selo, estd
escrito “Vale Outra Barra de Chocolate”.
Na fabrica, ha duas maquinas: a S (separar) e a P (premiar).
A mdquina S pega cada barra de chocolate que estd em sua esteira de entrada e a coloca, alternadamente, na esteira de saida esquerda (que vai para o
estoque) ou direita (que vai para a esteira de entrada de P). A primeira barra da esteira de entrada vai para o estoque.
A mdquina P insere na embalagem de cada estoque
chocolate de sua esteira de entrada um selo

premiado. j
Inicialmente, sdo colocadas N=2" barras I

de chocolate na esteira de entrada de S. o taqq —» | | l ] S
Depois que P colocou o selo em todas as ' '  —

barras de sua esteira, essas mesmas barras K' | P
sao recolocadas na entrada da maquina S e
todo o processo é repetido. Estas iteracoes
sdo realizadas sequidamente até que todas T T T T T 1T 1T 1T 111
as barras estejam no estoque. -

Calcule:
A o ndmero maximo de selos em uma mesma barra de chocolate;

B o nimero total de barras gratuitas que serdo distribuidas.

RESOLUCAO E RESPOSTA

A Na primeira passagem por S hd 2" barras e 2" ficam com um selo. Na segunda passagem ha 2' e 2'ficam com 2 selos. Na k-ésima passagem hd 2014++"
barras e 204 ficam com £ selos. Portanto, na 142 passagem (k=14), ha 2" barras e 1 barra fica com 14 selos. Na tiltima passagem (152 esta (iltima barra

vai para o estoque sem nenhum selo adicional. 0 nimero maximo de selos é 14, recebido pela tltima barra.

B Temos que calcular o nimero de selos inseridos nas embalagens.
Na primeira passagem por S ha 2" barras e sdo inseridos 2" selos.
Na sequnda passagem ha 2" barras e sao inseridos 2' selos.

Na k-ésima passagem ha 2%V barras e sdo inseridos 2™ selos.

Portanto, na 142 passagem (k=14), hd 2" barras e é inserido 2°=1 selo.
Na dltima passagem (152) esta dltima barra vai para o estoque e nenhum selo é inserido. O niimero total de selos inseridos é, portanto,

14
Tot:(1+2+4+...+213):%=214 —1=16383.
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5 Um cubo tem aresta de comprimento a=6 cm. Em cada face do cubo, considere seu “ponto central” (encontro das diagonais daquela face). Ligando o ponto
central de cada face com o ponto central das faces adjacentes, tem-se as arestas de um novo poliedro, interior ao cubo original.
(alcule 0 volume deste novo poliedro.

RESOLUCAO E RESPOSTA

0 novo poliedro é um octaedro reqular de aresta 34/2 cm. Seu volume é equivalente ao de duas pirdmides quadrangulares regulares, congruentes, com

arestas da base medindo 3ﬁ ¢m e altura 3 cm (metade da aresta do cubo).

32 )3

Portanto, o volume desse novo poliedro é 2- 3 =36 cm’.
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6 Atabela aolado mostra o ranking das sele¢des da FIFA em maio de 2019. Posicio Selecio Pontos
A cada selegdo k € associada uma pontuagdo r,, que procura refletir o quanto a selecdo é “forte”. 1 “ Bélgica 1737
A ideia aproximada do significado dessa pontuacdo € a sequinte: a probabilidade da selecdo i (com 2 il Franca 1734
pontuagdo ) vencer a selegdo j (com pontuago ) é dada por: 3 582 Brasil 1676
4 -+ Inglaterra 1647
Prob i o 1 5 s (r04Cia 1621
fobrvencerj = a0/ 6 == Uruguai 1613
7 EN portugal 1607
Usando este modelo e a tabela com a pontuacdo da FIFA, determine quais sele¢des tém, no minimo, 8 |+ | Suica 1604
60% de probabilidade de vencer a selecao da Argentina. 9 —— Espanha 1601
10 m s Dinamarca 1586
Dados: log,,(3)=0,48, log,(2)~0,30. - genting a0
12 mmm (oldmbia 1573
13 ®== Alemanha 1570
14 | i Suécia 1567
RESOLUCAO E RESPOSTA
. < 1 . . . )
Temos que resolver a inequacao Wz% . Para isto, vamos manipular a desigualdade:
1 (1580-r)/600 _ 10 _(1580-r)/600 _2  1380—r 3
10507600 20,6 >1+10 < i —10 S3_>—600 <log1p2—10g1p3

Portanto, r>600-(log 193~log 192 }+1580 ~ 1688 .

Logo, apenas as selecoes da Bélgica e da Franca tém, no minimo, 60% de probabilidade de vencer a selecao da Argentina.
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7 Dados a e binteiros positivos, sejam M(a,b):a—*z'b amédia aritmética, G(a,b):\/a_b amédia geométricae H(a,b)= 7 2 3 ,amédia harmonica dos

/ 7+7
nameros ae b. i b

Determine o nimero de pares ordenados de inteiros positivos (a, b) que satisfazem a equacao G(M(a,b), H(a,b)) = 2020.

RESOLUCAO E RESPOSTA

Como G(m(a,b),H(a,b))= /aTH)_L: [ab » €ntdo procuramos os pares ordenados (a,b) tais que a-b=2020%.Como 2020=27%-5-101
+

Q [—
S |=

entdo 20202 =2* .52 1012 . Logo, para escolher o primeiro termo a do par ordenado temos (4+1)-(2+1)-(2+1)=45 possibilidades, correspondentes
as poténcias dos fatores primos de 20207 0 sequndo termo do par ordenado fica determinado pelo primeiro.
Portanto, temos 45 pares ordenados.
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8 0 fulereno é uma familia de substancias quimicas compostas exclusivamente por dtomos de carbono. Considere uma forma comum de organizacao da
molécula do fulereno, que é a de um poliedro convexo formado exclusivamente por pentdgonos e hexagonos, onde cada vértice é um dtomo de carbono.
Todos os dtomos de carbono se ligam sempre a trés outros dtomos de carbono, formando um poliedro convexo (veja figura).

fonte:Terrones, Structural Chemistry,2002, vol: 13.

Sabendo que certa molécula de fulereno tem 240 faces hexagonais, determine o nimero p de faces pentagonais.

RESOLUCAO E RESPOSTA

Podemos usar a relagdo de Euler em um poliedro convexo, V +F =A+2. Se hd 240 hexagonos e p pentdgonos o niimero de faces é F =240+ p . Podemos

6-240+5- 6-240+5-
também calcular V, pois cada vértice pertence a 3 poligonos: V 0P .Jd o ndmero de arestas é A =—p, pois cada aresta pertence a
dois poligonos.
6-240+5- 6-240+5-
Deste modo, V +F=A+2 se traduzem P +240+p :—p+2 e, portanto, p=12.

Observacao: mesmo que o nimero de hexagonos seja diferente de 240 o ndmero de pentdgonos é p=12. 0 ndmero de pentdgonos é independente do
nimero de hexdgonos.
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9 (Considere o conjunto A={1,2,3,4}, e seja P(A) o conjunto de todos os subconjuntos de A.
Considere as fungdes f:A—> P(A), isto é, funcdes que a cada x €A associam um f(x), que é um subconjunto de A.

Determine quantas dessas funcdes existem tais que x ef(x) paratodo x€A.

RESOLUCAO E RESPOSTA

Tomando um elemento qualquer x de A existem 23 subconjutos de A tais que x €A . Portanto, existem 2° alternativas para aimagem de x. Como existem

4 elementos em A, podemos montar (23 )4 fungdes diferentes com a propriedade pedida. Ou seja, existem (23 )4:4096 fungdes tais que xef(x) para

todo xeA.
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10 Em certo campeonato de futebol de robds, a selecao brasileira chegou a decisao por pénaltis. Instantes antes das cobranas, o atacante da selecdo brasileira
R2 e 0 goleiro adversario HAL estao sendo programados.

A programagao do atacante consiste em escolher um ndmero real p, com 0<p<1. Esta escolha tem o efeito de fazer com que o atacante chute para a direita
do gol com probabilidade p e chute para a esquerda do gol com probabilidade 1 - p.

Da mesma forma, o técnico adversério escolhe um nimero real g para programar o goleiro, com 0<g<1, que terd o efeito de fazé-lo pular para a direita do
gol com probabilidade g e para a esquerda do gol com probabilidade 1 - g.

Conhecendo tanto o atacante quanto o goleiro, ambos os técnicos tém o sequinte quadro sobre as probabilidades de o atacante marcar um gol, caso ele chute
para a direita ou para a esquerda do gol e o goleiro pule para a direita ou para a esquerda do gol:

Goleiro Pulona Pulona
Atacante direita do gol esquerda do gol
Chute na direita do gol 0,4 0,8
(Chute na esquerda do gol 0,6 0,3

A Calcule a probabilidade de o atacante fazer gol casop=10,5e g=0,5.

B A regra permite que o técnico do goleiro tenha o direito de saber o valor de p escolhido pelo técnico brasileiro antes de fazer a sua escolha de g. Suponha
que o técnico do goleiro seja bem esperto e vai escolher o valor de g de modo a conseguir a menor probabilidade do atacante fazer o gol. Faca o gréfico da
funcdo y =f(p), onde 0 < p <1éovalorescolhido pelo técnico brasileiro para o atacante e y é a probabilidade de o atacante marcar o gol.

C Ainda no cendrio do item B determine o valor de p que o técnico brasileiro deve escolher para que o atacante brasileiro tenha maior probabilidade de
marcar o gol.

RESOLUCAO E RESPOSTA

A A probabilidade pedida é Pr(go/)=0,4-p-q+0,8-p-(1—q)+0,6-(1—p)-q+0,3-(1—p)-(1—gq) , com p=0,5 e g=0,5. Portanto, a probabilidade é
Pr(gol)=0,525.

B Se o atacante tem parametro p e o goleiro tem parametro g, a probabilidade de o atacante marcar o gol é dada por
P(p.q)=0,4-p-q+0,8-p-(1-q)+0,6-(1—p)-q+0,3-(1—p)-(1-q).

Colocando a varidvel g em evidéncia nesta expressao chegamosa P(p,q)=(0,3—0,7-p)-g+0,3+0,5-p .

Ou seja, fixado p a probabilidade P(p,q)=a-g+b é uma funcao afim de g com coeficiente angular a=(0,3—0,7-p) e coeficiente linear

b=(0,3+0,5-p) . Esta funcdo de q € crescente se a é positivo (p<3/7 ) e decrescente quando a é negativo (p>3/7).
Como o parametro ¢ vai ser escolhido para minimizar a chance de haver gol, entdo =0 (menor valor possivel) quando a for positivo e g=1 (maior valor
possivel) quando a for negativo. Quando a=0, o valor de g nao influencia na probabilidade.

0,3+0,5-p,sep<3/7
0,6—0,2-p,sep>3/7

Portanto, a funcdo y=f£(p) pedida é f(p)={

Assim, o gréfico pedido é

18/35

0,4

03

p =37 T p

C o ponto p que maximiza a probabilidade do atacante marcar o gol é o ponto que maximiza a funcdo da letra B. Examinando o gréfico € evidente que o

méximo € atingido no ponto p*=3/7.




